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k; k1; k2 波数
kav k1 と k2 の平均波数
kf 加振波数
k k1, k2 の差
L 2階微分作用素







pz 固有ベクトルの z 成分
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v y 方向の変位 (uy)
w z 方向の変位 (uz)
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b 支配方程式を満たす同次解
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!; !1; !2 周波数 (角周波数)
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f1j ; f2j j-modeの運動方程式の永年項の係数





































Ca1; Ca2 非線形ガイド波における a-modeの振幅方程式の係数
Cb1; Cb2 非線形ガイド波における b-modeの振幅方程式の係数














 振幅方程式の係数と媒介変数  を用いて算出できる定数
 振幅方程式の係数から算出できる定数
 媒介変数
1; 2; 3 媒介変数  で表した方程式の解
 振幅方程式の係数と媒介変数  を用いて算出できる定数












































（Structure Health Monitoring: SHM）として，超音波探傷法のなかでもガイド波を用いた手法



























曲げモード (Flexural-mode: F-mode)，ねじれモード (Torsional-mode: T-mode) はそれぞれ板
波の対称モード (Symmetric-mode: S-mode)，反対称モード (Antisymmetric-mode: A-mode)，














































(1) 位相整合 (Phase matching)
(2) モード間のエネルギー流速が 0でない
(3) 群速度整合 (Group velocity matching)




変化をすることを明らかにした．また，Matsuda-Biwa [47] や Xiang ら [48] は，(3) の条件を満
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たす必要性を示した．さらに，Mullerら [20]や Chillara-Lissenden [49]は，(2)の条件を満たす
Lamb波は基本波 S-mode，高調波 S-modeの組み合わせか，基本波 A-mode，高調波 S-modeの
組み合わせであることを固有関数の偶奇性より示した．加えて，Liuら [50]は 3次の非線形性まで
考慮した解析を行い，(2)の条件を満たす基本波と高調波の組み合わせを固有関数の偶奇性から明
らかにした．Dengら [24],[25]は (1), (2), (3)を満たす条件下で，累積的高調波の発生を実験的に
検証した．






























































































































 dui;tt + (+ )uj;ji + ui;jj + dfi = 0 (2.0.1)
ここで，, は Lame定数，dは密度，uiは変位ベクトル，fiは外力ベクトルである．Eq. (2.0.1)
はNavierの式と呼ばれる等方弾性体の運動方程式である．本章では，ガイド波の一種である Lamb
波について，伝播モードの直交性を示す．解析に用いる平板のモデル図を Fig. 2.1に示す．Lamb
波は y方向に変位を持たず，一様な現象が生じると仮定し，Eq. (2.0.1)に uy = 0，@=@y = 0を代
入する．伝播方向は x，厚さ方向は z とし，ux = u，uz = w とする．また，ガイド波の伝播モー
ドの分散特性は境界条件によって決定される．一般的に解析では以下に示す応力フリーの境界条件
が採用される．
tijz=h = jinj jz=h = 0 (2.0.2)






Figure 2.1 Schematic of two-dimensional model.


























































































jz= h = 0 (2.1.6)









xx(z) exp fi(kx  !t)g+ c:c: (2.1.7)
w = U
0
zz(z) exp fi(kx  !t)g+ c:c: (2.1.8)





x(z) = exp (ikz) (2.2.1)
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z(z) = exp (ikz) (2.2.2)
Eqs. (2.2.1), (2.2.2)を Eqs. (2.1.7), (2.1.8)に代入し，整理すると以下の式が導出される．
u = U
0
x exp fik(x+ z   cpt)g+ c:c: (2.2.3)
w = U
0
z exp fik(x+ z   cpt)g+ c:c: (2.2.4)
ここで，は x方向と z方向の波数の比であり，cp  !=kは位相速度を表す．Eqs. (2.2.3), (2.2.4)
を Eqs. (2.1.1), (2.1.2)に代入し以下の関係式を得る．
k2

c2   (+ 2)  2  (+ )















pxn exp fik(x+ nz   !
k
t)g+ c:c:




pzn exp fik(x+ nz   !
k
t)g+ c:c:
= = Uzz(z) exp fi(kx  !t)g+ c:c: (2.2.7)
Eqs. (2.2.3), (2.2.4) を境界条件 (Eqs. (2.1.3)-(2.1.6)) に代入し，非自明な Ui を有する角周波数
! と波数 k の条件とそれに対応する零空間を求める．この非自明解を有する ! と k の条件式を分
散方程式と呼び，この方程式を満たす !，k，零空間が Lamb波として伝播する角周波数，波数，
固有関数に対応する．位相速度 cp は角周波数に依存し，Lamb波は分散性を有しうることが分か













(q2   k2)2 = 0 (2.2.9)
ここで，p =
p
(!=cL)2   k2, q =
p














Eqs. (2.2.8), (2.2.9) はある ! に対して，k についての非線形代数方程式である．Eqs. (2.2.8),
(2.2.9)を満たす !，k より得られた位相速度分散曲線を Figs. 2.2, 2.3に示す．ここで，ある周波
数において，速度が遅い順にそれぞれ S0, S1,   ，A0, A1,   と番号を付け，各モードを呼称す
る．Fig. 2.4に例として，S0-mode, S1-mode, A0-mode, A1-modeの固有関数を示す．この固有























Figure 2.2 Phase velocity dispersion curves of A-mode.
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Figure 2.3 Phase velocity dispersion curves of S-mode.
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Figure 2.4 Eigenfunctions of S0-mode, S1-mode, A0-mode and A1-mode. Red lines show
x with respect to each mode. Blue lines show z with respect to each mode.
Table 2.1 Parameters used for calculation of dispersion curves and eigenfunctions.
d [kg/m
3] cL [km/s] cT [km/s] 2h [mm]  [GPa]  [GPa]




簡単のため，等振幅 Ag で，わずかに異なる二つの周波数 !1; !2 と波数 k1; k2 を有する進行波の
重ね合わせを考える．
u(x; t) = Ag cos(k1x  !1t) +Ag cos(k2x  !2t) (2.3.1)
Eq. (2.3.1)を三角関数の和積の公式を用いて変形すると以下のようになる．









ここで，kav = (k1 + k2)=2，k = k2   k1 であり，同様に !av = (!1 + !2)=2，! = !2   !1
































となり，ガイド波の群速度は Eq. (2.3.6)と表せる．Figs. 2.5, 2.6に A-mode，S-modeの群速度
分散曲線を示す．
27


















Figure 2.5 Group velocity dispersion curves of A-mode.
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Figure 2.6 Group velocity dispersion curves of S-mode.
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2.4 伝播モードの直交性
Figs. 2.2, 2.3より，ある周波数 ! に対して複数の伝播モードが励起される周波数帯が存在する
ことが確認できる．本節では，同じ周波数 ! で励起される任意の 2 つの伝播モード，a-mode と
b-mode，の直交性を考える．j-mode (j = a; b) の変位は，波数 kj と固有関数 jx(z)，jz(z)，
振幅 Aj を用いて以下のように表せる．
uj = Ajjx exp fi(kjx  !t)g+ c:c: (2.4.1)
wj = Ajjz exp fi(kjx  !t)g+ c:c: (2.4.2)
ここで，a-modeと b-modeは，Eqs. (2.1.1)-(2.1.6)を満たす非自明解であり，Aa, Ab は非零であ
る．まず，a-modeにおける Eq. (2.1.1)に bx(z)を掛け，a-modeにおける Eq. (2.1.2)に bz(z)










































































  (ka + kb)azbzdz

=
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  (ka + kb)azbz















  (ka + kb)azbz

dz + [iaxbz   iazbx]h h = abab (2.4.6)
ここで，ab はクロネッカーのデルタと呼ばれ以下の値を取る．
ab = 0 if a 6= b (2.4.7)
ab = 1 if a = b (2.4.8)
また，a-modeにおけるEq. (2.1.1)に kbbx(z)を掛け，a-modeにおけるEq. (2.1.2)に kbbz(z)
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+ [ikbaxbz   ikbazbx]h h = abab (2.4.12)
Eqs. (2.4.6), (2.4.12)と Eqs. (2.1.1), (2.1.2)より
( kbab + ab)ab = 0 (2.4.13)
である．Eqs. (2.4.6), (2.4.12), (2.4.13)より波数領域での伝播モードの直交性が示された．
2.5 随伴作用素
本節では，Eqs. (2.1.1)-(2.1.6) を微分作用素を用いて表し，その微分作用素の自己随伴性を示
す [61], [62]．2.4 節と同様に，同じ周波数 ! で励起される任意の 2 つの伝播モード，a-mode と
b-mode，について解析を行う．Eqs. (2.1.1), (2.1.2)を行列表記で書き直し，進行波を仮定し，x
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U = 0 (2.5.1)
Eq. (2.5.1)を係数行列 l, l0, l1, l2 と固有関数 を用いて書き直すと以下のようになる．














































U = 0 at z = h (2.5.7)



















2階微分作用素 Lと 1階微分作用素B をそれぞれ以下のように定義する．
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L が自己随伴作用素となる条件を以下に示す．まず，a-mode と b-mode は非自明解であるので，
Eqs. (2.5.11), (2.5.12)を同時に満たす同次解として固有関数 a; b は以下の関係式を満たす．









B(a) = kab0a + b1
@a
@z
= 0 at z = h (2.5.14)
L(b) = lb + k
2







B(b) = kbb0b + b1
@b
@z
= 0 at z = h (2.5.16)
ここで，L(a)と b の内積を行い，部分積分を適用し，整理する．






























































ここで，H はエルミート転置を表す．Eq. (2.5.17) が自己随伴となる条件 (< b;L(a) >=<
L(b); a >を満たす条件)は以下のようになる．
ka = kb (2.5.18)













H = l2 (2.5.21)





 l2H = b1 (2.5.23)
ここで，係数行列 l, l0, l1, l2, b0, b1 は定数なので，Eqs. (2.5.18)-(2.5.23) の必要十分条件は
ka = kb である．したがって，ka = kb のときに境界条件 Eqs. (2.5.14), (2.5.16)より，以下の自
34
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己随伴関係がある．
< b;L(a) >=< L
(b); a > +Hb B(a)jh h =< L(b); a > (2.5.24)
< L(b); a >=< b;L(a) > + [B(b)]
H
ajh h =< b;L(a) > (2.5.25)
Eqs. (2.5.24), (2.5.25)より，ka = kb の条件下において，a; b は以下の関係式を満たす．
[B(b)]
H
ajh h =  Hb B(a)jh h (2.5.26)
Eq. (2.5.26)は以下のように書き直せる．
< L(b); a >=< b;L(a) >  Hb B(a)jh h (2.5.27)
2.6 可解条件
以下に示す非同次微分方程式が解を持つ条件を示す．
L( ) = F exp fi(kfx  !f t)g (2.6.1)
B( ) = G exp fi(kfx  !f t)g at z = h (2.6.2)
kf = ka; !f = !a を満たすとき，Eq. (2.5.27)より，F ;Gは以下の関係式を満たす．


















る各種物性値を Table 3.1に示す．複素 Lame定数は cL; cT ; L; T を用いて以下のように算出で
きる．
Table 3.1 Parameters used for calculation of attenuating guided waves.
d [kg/m
3] cL [km/s] cT [km/s] L [Np/] T [Np/] 2h [mm]  [-]


















































Eqs. (3.1.1)-(3.1.4)に Table 3.1の値を代入し得られる複素 Lame定数を Table 3.2に示す． 複
Table 3.2 Parameters used for calculation of attenuating guided waves.
r [GPa] r [GPa] i [MPa] i [MPa]

























































































jz= h = 0 (3.1.10)




 (  1)を用いて，i = ^i，i = ^i と複素 Lame定数の虚部の大きさを見積もる．さらに，




u = u0 + 
2u1 +    (3.1.11)
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w = w0 + 
2w1 +    (3.1.12)










= Dx0 + Dx1 (3.1.13)
同様に，他の偏微分演算子を @=@k = Dk と表すとする．Eqs. (3.1.11)-(3.1.13) を Eqs. (3.1.5)-
(3.1.10)に代入し，のべき乗ごとに分類した支配方程式と境界条件を以下に示す．
O(1)
 dD2t u0 + (r + r)(D2x0u0 +Dx0Dzw0) + r(D2x0u0 +D2zu0) = 0 (3.1.14)
 dD2tw0 + (r + r)(DzDx0u0 +D2zw0) + r(D2x0w0 +D2zw0) = 0 (3.1.15)
[r(Dzu0 +Dx0w0)] jz=h = 0 (3.1.16)
[r(Dzu0 +Dx0w0)] jz= h = 0 (3.1.17)
[r(Dx0u0 +Dzw0) + 2rDzw0] jz=h = 0 (3.1.18)
[r(Dx0u0 +Dzw0) + 2rDzw0] jz= h = 0 (3.1.19)
O(2)
  dD2t u1 + (r + r)(D2x0u1 +Dx0Dzw1) + r(D2x0u1 +D2zu1)
=   (r + r)(2Dx0Dx1u0 +DzDx1w0)  2rDx0Dx1u0
  i(^i + ^i)(D2x0u0 +DzDx0w0)  i^i(D2x0u0 +D2zu0) (3.1.20)
  dD2tw1 + (r + r)(DzDx0u1 +D2zw1) + r(D2x0w1 +D2zw1)
=   (r + r)DzDx1u0   2rDx0Dx1w0
  i(^i + ^i)(DzDx0u0 +D2zw0)  i^i(D2x0w0 +D2zw0) (3.1.21)
[r(Dzu1 +Dx0w1)]jz=h = [ rDx1w0   i^i(Dzu0 +Dx0w1)] jz=h (3.1.22)
[r(Dzu1 +Dx0w1)]jz= h = [ rDx1w0   i^i(Dzu0 +Dx0w1)] jz= h (3.1.23)
[r(Dx0u1 +Dzw1) + 2rDzw1] jz=h
=
h
 rDx1u0   i^i(Dx0u0 +Dzw0)  2i^iDzw0
i
jz=h (3.1.24)
[r(Dx0u1 +Dzw1) + 2rDzw1] jz= h
=
h
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Wj(x1)jz(z) exp fi(kjx0   !t)g+ c:c: (3.1.27)




Eqs. (3.1.26), (3.1.27)を Eqs. (3.1.20)-(3.1.25)に代入し整理すると，右辺はそれぞれ見かけの
加振項として捉えられ，Eqs. (3.1.20)-(3.1.25)は非同次微分方程式とみなせる．j-modeの永年項
を生じさせる項は exp fi(kjx  !jt)gを含む項に相当し，Eq. (3.1.20)について以下に示す．
f1j(z)=  2ikj(r + 2r)dUj(x1)
dx1























  i(^i + 2^i)Wj d
2jz(z)
dz2
+ ik2j ^iWjjz(z) (3.2.2)
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g4j(h) = r dUj(x1)
dx1















Eqs. (3.2.1)-(3.2.6)を Eq. (3.2.7)に代入することで，x1 に関する微分方程式である j-modeの振
幅方程式を得る．ここで，固有関数 jx, jz は複素数関数を用いて表されているので，以下のよ
うに実数関数に変数変換する．以降，j-modeを表す下付き文字 j を省略し，式変形を行う．The
partial wave technique [4]を用いて，変位は以下のように複素振幅 X を用いて表せられる．
U(x1)x(z) = X(x1)x(z) exp fi0g+ c:c: (3.2.8)





) + c:c: (3.2.9)



























C2 =   ^ix(h)dx(h)
dz
+ ^ikx(h)z(h) + ^ix( h)dx( h)
dz
  ^ikx( h)z( h)  ^ikx(h)z(h)  (^i + 2^i)z(h)dz(h)
dz
+ ^ikx( h)z( h) + (^i + 2^i)z( h)dz( h)
dz
  (^i + 2^i)k2
Z h
 h
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(x1) = 0(= const) (3.2.18)





aj(x1) exp j(x1) + c:c:+O(2) (3.2.19)


















































(3.2.15), (3.2.16)はばね質量ダンパ系の振幅方程式と力学的に相似 [59]であり，C1j は j-modeの
伝播距離に対する振幅の変化し難さを表し，C2j は減衰力の大きさを表す係数である．
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3.3 分散曲線と減衰係数曲線
Eqs. (3.2.20), (3.2.21)より，位相速度は，Eqs. (3.1.15)-(3.1.19)の非自明解を有する条件から
求まり，Figs. 3.1, 3.2に示す，位相速度分散曲線で表記される．Figs. 3.1, 3.2は，Figs. 2.2, 2.3
が示す減衰の効果を無視した位相速度分散曲線とほぼ一致する．これは L; T により r; r がほ
ぼ変化しないことを意味する．
Eqs. (3.2.11), (3.2.12)より，本章で注目する減衰係数は伝播モードと周波数に依存することが





















Figure 3.1 Phase velocity dispersion curves of A-mode obtained by mode orthogonality and MMS.
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Figure 3.2 Phase velocity dispersion curves of S-mode obtained by mode orthogonality and MMS.
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Figure 3.3 Attenuation coecients of A-mode obtained by mode orthogonality and MMS.
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Figure 3.4 Atteuiation coecients of S-mode obtained by mode orthogonality and MMS.
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u 'N(z)U exp fi(kx  !t)g (3.4.2)
Eq. (3.4.1)に Eq. (3.4.2)を代入し，Eqs. (3.1.7)-(3.1.10)を考慮し，自由境界条件における支配
方程式を簡略化して書き直すと，























































ここで，Eq. (3.4.3)は ! に対する k の 2次の固有値問題である．ここで，2次の固有値問題は 1
次の一般化固有値問題に変形することができ [64]，
0 K1   !2M





















0 K1   !2M

















Eq. (3.4.11)の一般化固有値問題を解くことで，ある ! に対する固有値 k と固有ベクトル Qを
求めることができる．複素 Lame定数を用いると，Eq. (3.4.3)のK1, K2, K3 は複素数となり，固
有値 k(= kr + iki)も複素数領域で求まる [43]．したがって，! を走査することで，半解析的有限
要素法を用いて位相速度分散曲線と減衰係数曲線は導出できる．得られた位相速度分散曲線と減衰
係数曲線を，伝播モードの直交性と多重尺度法を用いて導出した位相速度分散曲線と減衰係数曲線






















Figure 3.5 Comparison of phase velocities obtained by two dierent methods. The black
dots indicate results obtained by mode orthogonality and MMS. The red dots indicate
results obtained by SAFE.
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Figure 3.6 Comparison of attenuation coecients obtained by two dierent methods.
The black dots indicate results obtained by mode orthogonality and MMS. The red dots
indicate results obtained by SAFE.
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次近似解を導出し，O(2);    で表される第 2次以降の近似解が修正項として導出されるものであ

























Figure 3.7 Comparison between conventional methods and the proposed method to
calculate attenuation coecients.
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方法は付録 Bに示す．本章における計算に用いる各種物性値を Tab. 4.1に示す．
Table 4.1 Parameters used for calculation of internally resonant guided waves.
d [kg/m
3] cL [km/s] cT [km/s] L [Np/] T [Np/]
2700 6.3 3.1 0.00025 0.00025
A [GPa] B [GPa] C [GPa] 2h [mm]  [-]











































































































jz= h = 0 (4.1.6)
ここで，3.1節と同様な複数の伝播距離の尺度を用意し，変位の漸近展開を行い，多重尺度法を適
用する．その結果，O(1)は Eqs. (3.1.14)-(3.1.19)と同形になり，O(2)は以下のようになる．こ
こで，CNL1-CNL6 は TNL から求まる変位とひずみの 2時の非線形関数である．
O(2)
  dD2t u1 + (r + r)(D2x0u1 +Dx0Dzw1) + r(D2x0u1 +D2zu1)
=   (r + r)(2Dx0Dx1u0 +DzDx1w0)  2rDx0Dx1u0
  i(^i + ^i)(D2x0u0 +DzDx0w0)  i^i(D2x0u0 +D2zu0)  CNL1   CNL2 (4.1.7)
  dD2tw1 + (r + r)(DzDx0u1 +D2zw1) + r(D2x0w1 +D2zw1)
=   (r + r)DzDx1u0   2rDx0Dx1w0
  i(^i + ^i)(DzDx0u0 +D2zw0)  i^i(D2x0w0 +D2zw0)  CNL3   CNL4 (4.1.8)
[r(Dzu1 +Dx0w1)] jz=h = [ rDx1w0   i^i(Dzu0 +Dx0w0)  CNL5] jz=h (4.1.9)
[r(Dzu1 +Dx0w1)] jz= h = [ rDx1w0   i^i(Dzu0 +Dx0w0)  CNL5] jz= h (4.1.10)
[r(Dx0u1 +Dzw1) + 2rDzw1] jz=h =h
 rDx1u0   i^i(Dx0u0 +Dzw0)  2i^iDzw0   CNL6
i
jz=h (4.1.11)
[r(Dx0u1 +Dzw1) + 2rDzw1] jz= h =h
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4.2 累積的高調波発生条件
累積的高調波が発生するとき，a-mode(基本波モード) に対して，以下の 3 つの条件を満たす
b-mode(高調波モード)が存在する必要があると報告されている [22]．
(1) 位相整合 (Phase matching)
(2) エネルギー流束が 0でない
(3) 群速度整合 (Group velocity matching)
(1)の位相整合条件は，a-modeと b-modeの周波数と波数が以下の 2式を満たすことを意味す
る．これは内部共振的現象が生じる条件である．
!b = 2!a (4.2.1)
kb = 2ka (4.2.2)






















ここで，vj は j-mode の粒子速度ベクトル (v = @u=@t) を表し，j は j-mode の応力テンソル
を表し，nx は伝播方向の単位ベクトル，A は Aの複素共役を表す．Pba 6= 0は，断面 
を貫く







!b = 2!a (4.3.1)
kb = 2ka +  = 2ka + ^ (4.3.2)
ここで，は離調パラメータ (detuning parameter)と呼ばれ，Eqs. (4.2.1), (4.2.2)を満たす位相
整合条件からの微小なずれを表す．ここで， 1， 1である．
本章で注目する (1)位相整合条件を満たす a-modeと b-modeを Fig. 4.1の分散曲線上に示す．
また，この a-modeと b-modeは (3)群速度整合条件も満たしている．ここで，Fig. 4.1で示され
た 0 < ! < 4の周波数帯において，2次の非線形性により内部共振現象が発生する (1)-(3)の条件
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全てを満たす組み合わせは a-modeと b-modeの組み合わせのみである．Fig. 4.1に示す a-mode



























Figure 4.1 Dispersion curves of phase velocity and group velocity with phase matching
points indicated by red and blue dots.
Table 4.2 Wavenumbers and frequencies of the phase matching points.
ka [-] !a [-] kb [-] !b [-] cp [-] cg [-]
2.0 0.62 4.0 1.2 1.9 1.6
4.4 可解条件と振幅方程式
本章では，Eqs. (3.1.26), (3.1.27) で示される O(1) の解の中で，a-mode と b-mode のみが発
生し，エネルギーは a-mode と b-mode 間のみに存在すると仮定する．Eqs. (4.1.7)-(4.1.12) に










= iDbXb + iCb2X
2
a exp ( i^x1) (4.4.2)
Xa は a-modeの複素振幅，Xb は b-modeの複素振幅，Ca1, Ca2, Da, Cb1, Cb2, Db は材料定数と
a-modeと b-modeの周波数，波数，固有関数で算出できる定数であり，具体的な式は付録 Cに示
す．Cj1 (j = a; b) は 3 章における C1j と一致し，Dj は C2j に一致する．したがって，Cj1 は，
伝播距離に対する振幅変化のし難さを表し，Dj は減衰の効果を表す．Cj2 は振幅方程式の非線形
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 = 2a   b + ^x1 (4.4.9)







b2 sin    Cb2
2Cb1
a2 sin  + ^b (4.4.10)
以降，解くべき振幅方程式は Eqs. (4.4.3), (4.4.5), (4.4.10)で示される振幅 a，bと位相差  の x1












第 4 章 内部共振現象に起因して発生するガイド波
(2) エネルギー流束が 0でない
エネルギー流束は非線形連成によるモード間のエネルギー授受の大きさを表す．本章におけるエ
ネルギー授受の効率は，Cj1; Cj2(j = a; b)で決定される．先行研究と比較すると，Pba は Cb1 に










4.6.1 減衰無 (Da = 0, Db = 0)
減衰の効果を無視することは，Eqs. (3.1.1)-(3.1.4)に L = T = 0を代入した Lamb定数を用
いることに相当し，Eqs. (4.4.3), (4.4.5), (4.4.10)は Da = Db = 0を満たす方程式となる．した


















b2 sin    Cb2
2Cb1
a2 sin  + ^b (4.6.3)
Eqs. (4.6.1)-(4.6.3)は a-modeと b-modeのみが伝播する条件下では，解析的に解くことができる
[21]．Fig. 4.1で示す a-mode, b-modeの 2モードのみが発生していると仮定すると，以下の関係
を満たす．
a2 + b2 = E; (4.6.4)
ここで， =  Ca2Cb1=Ca1Cb2 であり，E は積分定数である．Eq. (4.6.4)は Eq. (4.6.1)に aを
掛け，Eq. (4.6.2)に bを掛け，積分をすることで導出できる．解の特徴は，^ = 0, ^ 6= 0の条件




















f1  3 + (3   2)sn2[(x X0); ]g (4.6.8)
ここで，i(i = 1; 2; 3) は Eqs. (4.6.1)-(4.6.3) に変数変換を適用し得られる媒介変数  を用いた
方程式の解に相当し, ;  は媒介変数 i と振幅方程式の係数により求まる定数であり，X0 は
伝播距離 x = 0 での振幅の初期値に対応する．Eqs. (4.6.5)-(4.6.8) に示すように，^ = 0 にお
いては a-mode, b-mode の振幅の伝播距離依存性は双曲関数を用いて表せ，^ 6= 0 においては
a-mode, b-mode の振幅の伝播距離依存性はヤコビの楕円関数を用いて表すことができる．Eqs.
(4.6.5)-(4.6.8)を用いて，それぞれの ^における a-mode, b-modeの振幅の伝播距離依存性を有次
元で Figs. 4.2-4.4に示す．
Figs. 4.2-4.4より，^ = 0では，a-modeから b-modeへエネルギーが一方的に移動するが，^ 6= 0
では，エネルギーは a-modeと b-modeの間を周期的に移動し合う．また，^が大きくなるにつれ，
エネルギー変換効率は下がり，エネルギーの移動周期は短くなる．これは ^によって，i が変化す
ることに起因する．詳しくは付録 Dに示す．実際には，^ = 0を満たす入力を選択的に行うことは
困難であり，^ 6= 0となる [21]．したがって，減衰を無視した内部共振的ガイド波において，伝播
エネルギーは a-mode と b-mode の間を周期的に移動する．また，^ に関わらず高調波 (b-mode)
の振幅は伝播距離に対して線形に変化しない．
4.6.2 減衰有 (Da 6= 0, Db 6= 0)
減衰の効果を考慮した内部共振的ガイド波の振幅の伝播距離依存性は，Eqs. (4.4.3), (4.4.5),
(4.4.10)を x1 に関して解くことで分かる．Eqs. (4.4.3), (4.4.5), (4.4.10)は非線形微分方程式であ
り，理論解析的に解くことが困難であるため，4次のルンゲクッタ法を用いて数値的に解く．Figs.
4.2-4.7との比較のため，4.6.1節で用いた ^と同様の値を用いて求めた a-modeと b-modeの振幅
の伝播距離依存性を Figs. 4.8-4.12に示す．
Figs. 4.8-4.12より，a-modeと b-modeの振幅は共に，十分な伝播距離で減衰していくことが分






Eqs. (4.4.3), (4.4.5), (4.4.10)より，d=dx1 = 0を満たす定常振幅解は自明な ast = bst = 0の
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みであり，a-mode, b-modeの振幅はいずれ 0に収束する．
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Figure 4.2 Modal amplitudes depending on propagation length with absence of damping
under  = 0.
62
第 4 章 内部共振現象に起因して発生するガイド波













Figure 4.3 Modal amplitudes depending on propagation length with absence of damping
under  = 10 3.
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Figure 4.4 A zoomed modal amplitude of a-mode depending on propagation length with
absence of damping under  = 10 3.
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Figure 4.5 Modal amplitudes depending on propagation length with absence of damping
under  = 10 2.
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Figure 4.6 A zoomed modal amplitude of a-mode depending on propagation length with
absence of damping under  = 10 2.
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Figure 4.7 A zoomed modal amplitude of b-mode depending on propagation length with
absence of damping under  = 10 2.
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Figure 4.8 Modal amplitudes depending on propagation length with presence of damp-
ing under  = 0.
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Figure 4.9 Modal amplitudes depending on propagation length with presence of damp-
ing under  = 10 3.
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Figure 4.10 Zoomed modal amplitudes depending on propagation length with presence
of damping under  = 10 3.
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Figure 4.11 Modal amplitudes depending on propagation length with presence of damp-
ing under  = 10 2.
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Figure 4.12 A zoomed modal amplitude of b-mode depending on propagation length
with presence of damping under  = 10 2.
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Figure 4.13 Peak amplitudes of b-mode depending on  [/m].
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Figure 4.14 Propagation length for the amplitudes of b-mode reaches the peak depending
on  [/m].
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Eqs. (4.4.3), (4.4.5), (4.4.10) をいくつかの条件で 4 次のルンゲクッタ法を用いて解いて得ら
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Figure 4.15 Amplitudes of higher modes depending on propagation length and change
of material nonlinearities under  = 0. The black dash line indicates the amplitude
gradient of the higher mode at the originating point for material nonlinearities A=-350
[GPa], B=-158 [GPa], C=-100 [GPa]. The red dash line indicates that for A=-700 [GPa],
B=-316[GPa], C=-200 [GPa]. The black and red solid lines indicate the amplitudes of
the higher mode depending on propagation length obtained by mode orthogonality and
MMS, corresponding to respectful nonlinearities.
76
第 4 章 内部共振現象に起因して発生するガイド波













Figure 4.16 Amplitudes of higher modes depending on propagation length and change
of material nonlinearities under  = 10 3. The black dash line indicates the amplitude
gradient of the higher mode at the originating point for material nonlinearities A=-350
[GPa], B=-158 [GPa], C=-100 [GPa]. The red dash line indicates that for A=-700 [GPa],
B=-316[GPa], C=-200 [GPa]. The black and red solid lines indicate the amplitudes of
the higher mode depending on propagation length obtained by mode orthogonality and
MMS, corresponding to respectful nonlinearities.
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Figure 4.17 Amplitudes of higher modes depending on propagation length and damping
eects under  = 0. The black dash line indicates the amplitude gradient of the higher
mode at the originating point without damping eects. The red dash line indicates
that with damping eects. The black and red solid lines indicate the amplitudes of
the higher mode depending on propagation length obtained by mode orthogonality and
MMS, corresponding to respectful damping eects.
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Figure 4.18 Amplitudes of higher modes depending on propagation length and damping
eects under  = 10 3. The black dash line indicates the amplitude gradient of the
higher mode at the originating point without damping eects. The red dash line indicates
that with damping eects. The black and red solid lines indicate the amplitudes of the
higher mode depending on propagation length obtained by mode orthogonality and MMS,
corresponding to respectful damping eects.
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Figure 4.19 The maximal amplitudes of the higher modes under  = 0 depending on
changes of nonlinearities.
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Figure 4.20 The maximal amplitudes of the higher modes with  = 10 3 depending on
changes of nonlinearities.
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Figure 4.21 Schematic of the nondestructive testing system used by internally resonant
guided waves.
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(2) 減衰の効果を無視し，完全な位相整合条件を満たす場合 ( = 0)，a-mode(基本波モード)から
b-mode(高調波モード)へエネルギーが一方的に移動し，a-modeと b-modeの振幅は伝播距離に関
して双曲関数を用いて表せられる．
(3) 減衰の効果を無視し，完全な位相整合条件から微小なずれがある場合 ( 6= 0), a-mode と





































第 5 章 オートパラメトリック励振現象に起因して発生するガイド波
し，以下 b-modeを基本波モード，a-modeを分調波モードと呼ぶ．
5.1 支配方程式と多重尺度法


















































































































jz= h = 0 (5.1.6)
Eqs. (5.1.1), (5.1.2), (5.1.4)-(5.1.6) は節 4.1 の Eqs. (4.1.1), (4.1.2), (4.1.4)-(4.1.6) と一致し，
Eq. (5.1.3) は Eq. (4.1.3) に加振の効果が付与されている．ここで，Fig. 5.1 に示す加振力は複
素数領域で F = 2f exp fi(kfx  !f t)gとする．また，2 は振幅方程式に加振の効果が生じるよ
うに大きさを設定することに対応する．f は加振振幅，kf は加振波数，!f は加振周波数である．
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Eqs. (5.1.1)-(5.1.6)は Fig. 5.1に示すように平板の境界上部のみを加振しているモデルである．
3.1節，4.1節と同様に伝播距離に複数の尺度を用意し，変位の漸近展開を行い，多重尺度法を
適用する．4 章と同様に，O(1) は Eqs. (3.1.14)-(3.1.19) と同形になる．O(2) は Eqs. (4.1.7)-
(4.1.12)の Eq. (4.1.9)に加振の効果 f exp fi(kfx  !f t)gが付与された形となり，以下に示すよ
うになる．
O(2)
  dD2t u1 + (r + r)(D2x0u1 +Dx0Dzw1) + r(D2x0u1 +D2zu1)
=   (r + r)(2Dx0Dx1u0 +DzDx1w0)  2rDx0Dx1u0
  i(^i + ^i)(D2x0u0 +DzDx0w0)  i^i(D2x0u0 +D2zu0)  CNL1   CNL2 (5.1.7)
  dD2tw1 + (r + r)(DzDx0u1 +D2zw1) + r(D2x0w1 +D2zw1)
=   (r + r)DzDx1u0   2rDx0Dx1w0
  i(^i + ^i)(DzDx0u0 +D2zw0)  i^i(D2x0w0 +D2zw0)  CNL3   CNL4 (5.1.8)
[r(Dzu1 +Dx0w1)] jz=h= [ rDx1w0   i^i(Dzu0 +Dx0w0)  CNL5
 f exp fi(kfx  !f t)g] jz=h (5.1.9)
[r(Dzu1 +Dx0w1)] jz= h = [ rDx1w0   i^i(Dzu0 +Dx0w0)  CNL5] jz= h (5.1.10)
[r(Dx0u1 +Dzw1) + 2rDzw1] jz=h =h
 rDx1u0   i^i(Dx0u0 +Dzw0)  2i^iDzw0   CNL6
i
jz=h (5.1.11)
[r(Dx0u1 +Dzw1) + 2rDzw1] jz= h =h






Fig. 4.1で示した 2モードであり，(1)位相速度と (3)群速度がほぼ一致し，(2)非線形連成が生じ
る組み合わせである．本章では，以下に示すように 4.3節の位相整合条件に加えて，加振波数と加
振周波数が b-modeを励起させるために以下の関係を満たすとする．ここで， は と同様に離調
パラメータと呼ばれ，b-modeと加振波数の微小なずれを表し，  1， 1である．
!b = 2!a (5.2.1)
!f = !b (5.2.2)
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kb = 2ka +  = 2ka + ^ (5.2.3)
kf = kb +  = kb + ^ (5.2.4)
5.3 可解条件と振幅方程式
4.4節と同様に，O(1)の解として，a-modeと b-modeのみが発生しているとし，Eqs. (5.1.7)-
(5.1.12) に代入し，可解条件から複素振幅方程式を導出すると，Eq. (4.4.2) に加振の効果








= iDbXb + iCb2X
2
a exp ( i^x1) + ibx(h)f exp (i^x1) (5.3.2)
























f cos 2 +
Cb2
2Cb1







f sin 2   Cb2
2Cb1
a2 sin 1 (5.3.6)
ここで，
1 = 2a   b + ^x1 (5.3.7)
2 = b + ^x1 (5.3.8)


















a2 cos 1 +
2bx(h)
Cb1






a2 sin 1 +
2bx(h)
Cb1
f sin 2 (5.3.11)
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ab sin 1 (5.3.12)


















a2st cos 1st +
2bx(h)
Cb1
f cos 2st = 0 (5.4.2)
^bst   Cb2
2Cb1
a2st sin 1st +
2bx(h)
Cb1






astbst sin 1st = 0 (5.4.4)
Eqs. (5.4.1)-(5.4.4) は明らかに ast = 0 を満たす解が存在し，bst = 0 を満たす解は存在しない．
これは加振を Eqs. (5.2.2), (5.2.4)に示すように b-modeのみを励振させるように設定しているた
めである．よって，Eqs. (5.4.1)-(5.4.4)を解くと，ast = 0を満たす準自明解
















































が得られる．Eqs. (5.4.5)-(5.4.8)で示した ast; bst は振幅であるので正の実数値を取る．したがっ
て，ast が非自明解を持つためには，Eqs. (5.4.7)における ast が正の実数となる加振振幅 f，離





があり，解の個数は変化する．ここで，Eqs. (5.2.3), (5.3.7)に示すように，^は 4章で示した内部
共振的ガイド波のエネルギー変換効率を支配するパラメータである．本章ではオートパラメトリッ
ク励振的現象に注目するので，最もエネルギー変換効率の良い ^ = 0とし解析を行う．加振振幅 f
と加振と b-modeのずれを表す離調パラメータ ^ に対応する定常振幅を Eqs. (5.4.5)-(5.4.8)を用
いて導出し，有次元で Figs. 5.2, 5.3に示す．ここで，Figs. 5.2, 5.3において，実線は非自明解，
破線は準自明解を表す．また，Fig. 5.2は無次元離調パラメータを ^ = 0とし，有次元加振振幅 f























Figure 5.2 Semitrivial solutions and nontrivial solutions depending on excitation am-
plitude f [GPa] under  = 0. The red dash line indicates the semitrivial solutions of the
lower mode. The red solid line indicates the nontrivial solutions of the lower mode. The
blue dash line indicates the semitrivial solutions of the higher mode. The blue solid line
indicates the nontrivial solutions of the higher mode.
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Figure 5.3 Semitrivial solutions and nontrivial solutions depending on wavenumber de-
tuning between excitation and b-mode ^ [=m] under f = 30. The red dash line indicates
the semitrivial solutions of the lower mode. The red solid line indicates the nontrivial
solutions of the lower mode. The blue dash line indicates the semitrivial solutions of the
higher mode. The blue solid line indicates the nontrivial solutions of the higher mode.
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Figure 5.4 Existence region of only one nontrivial solution in ^   f plane.
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(pb + iqb) exp (i^x1) (5.5.2)












(papb + qaqb) (5.5.3)
dqa
dx1







































(pastpbst + qastqbst) = 0 (5.5.7)















(p2ast   q2ast) +
2bx(h)
Cb1







pastqast = 0 (5.5.10)
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Eqs. (5.5.3)-(5.5.6)の pa; qa; pb; qb に以下のような定常振幅からの微小摂動を代入する．
pa = past +pa (5.5.13)
qa = qast +qa (5.5.14)
pb = pbst +pb (5.5.15)
qb = qbst +qb (5.5.16)










































































































































となり， = [pa qa pb qb]T である．Eq. (5.5.21)は状態方程式と呼ばれ，行列 Am
は作用素と呼ばれる．Eqs. (5.5.7)-(5.5.10) を満たす past; qast; pbst; qbst の値を代入し，作用素
Am の固有値の符号から安定性判別を行う．ラウスの安定判別法を適用すると，作用素 Am の固
有値の実部の符号が全て負のとき，安定であり，1 つでも実部正の固有値が存在するとき，不安
定である．Figs. 5.5, 5.6に理論解析的安定性判別により得られた安定な定常振幅解を示す．Figs.




す非自明解が存在する f と ^ の条件を満たす領域において，安定に a-modeは励起させる．
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Figure 5.5 Stable steady amplitudes depending on excitation amplitude f [GPa] under
^ = 0 obtained by the analytical method.
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Figure 5.6 Stable steady amplitudes depending on wavenumber detuning ^ [/m] under
f = 30 obtained by the analytical method.
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本節では，Eqs. (5.5.3)-(5.5.6) を 4 次のルンゲクッタ法を用いて伝播距離に対して数値的に解
き，加振振幅 f と離調パラメータ ^ に対して，定常な振幅とみなせる収束した振幅値を安定な定
常振幅解とし，そのときの ast, bst をプロットする．
まず，Figs. 5.7, 5.8 に 4 次のルンゲクッタ法で解いた伝播距離に対する a-mode(分調波モー
ド) と b-mode(基本波モード) の振幅変化の例を示す．ここで，Fig. 5.7 の初期条件は，有次元
で a(0)=0 m, b(0)=5 m，f=0.5 GPaであり，Fig. 5.8の初期条件は，有次元で a(0)=0 m,
b(0)=5 m，f=1.5 GPa である．Figs. 5.7, 5.8 より，加振振幅の変化により伝播距離に対する
a-modeと b-modeの定常振幅が定性的に大きく変化することが分かる．
また，Figs. 5.9, 5.10に数値的に得られた安定な定常振幅値を示す．Figs. 5.9, 5.10を理論解析
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Figure 5.7 Transient amplitudes depending on propagation length under f=0.5 GPa
obtained by the numerical method.
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Figure 5.8 Transient amplitudes depending on propagation length under f=1.5 GPa
obtained by the numerical method.
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Figure 5.9 Stable steady amplitudes depending on excitation amplitude f [GPa] under
^ = 0 obtained by the numerical method.
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Figure 5.10 Stable steady amplitudes depending on wavenumber detuning ^ [-] under
f = 30 obtained by the numerical method.
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5.6 非線形材料定数の変化に対する定常振幅の変化
本節では，非線形材料定数の変化に対応する定常振幅解を Eqs. (5.4.5)-(5.4.8)を用いて理論解
析的に求める．具体的には，Tab. 4.1に示す非線形材料定数 (A;B;C)を 2倍，3倍とし，それぞ
れの非線形材料定数における加振振幅 f に対する定常振幅を Figs. 5.11, 5.12に示す．
Figs. 5.2, 5.11, 5.12より，ある加振振幅 f に対する分調波モード (a-mode)の定常振幅は非線
形材料定数の変化に対して単調な変化をしておらず，非破壊検査に用いる有意な情報でないと考え
られる．しかし，加振振幅 f に対する定常振幅解のグラフ Fig. 5.2と Figs. 5.11, 5.12より，非自
明解が生じる閾値 f が非線形材料定数が大きくなるほど，単調に小さくなることが確認でき，非破
壊検査において有意な情報の可能性がある．そこで，非線形材料定数の変化に対する非自明解が生
じる閾値 f を Fig. 5.13に示す．























Figure 5.11 Semitrivial solutions and nontrivial solutions depending on excitation am-
plitude f [GPa] under  = 0 and doubled nonlinearities A=-700 [GPa], B=-316[GPa],
C=-200 [GPa]. The red dash line indicates the semitrivial solutions of the lower mode.
The red solid line indicates the nontrivial solutions of the lower mode. The blue dash
line indicates the semitrivial solutions of the higher mode. The blue solid line indicates
the nontrivial solutions of the higher mode.
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Figure 5.12 Semitrivial solutions and nontrivial solutions depending on excitation am-
plitude f [GPa] under  = 0 and trebled nonlinearities A=-1050 [GPa], B=-474 [GPa],
C=-300 [GPa]. The red dash line indicates the semitrivial solutions of the lower mode.
The red solid line indicates the nontrivial solutions of the lower mode. The blue dash
line indicates the semitrivial solutions of the higher mode. The blue solid line indicates
the nontrivial solutions of the higher mode.
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Figure 5.13 Threshold excitation amplitude f [GPa] of generated nontrivial solutions under  = 0.
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数の偶奇性を用いて解析が報告されている [49], [50]．しかし，3次の非線形性は 2次高調波の振幅
方程式にも影響を及ぼす．例として，基本波モード (a-mode)と 2次の高調波モード (b-mode)に
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する．ここで，伝播距離の尺度は xとし，時間の尺度は t0 = t，t1 = tであり， 1である．そ
の結果，各 べき乗ごとの運動方程式はそれぞれ以下のようになる．
O(1)
 dD2t0u0 + (r + r)(D2xu0 +DxDzw0) + r(D2xu0 +D2zu0) = 0 (A.1)
 dD2t0w0 + (r + r)(DzDxu0 +D2zw0) + r(D2xw0 +D2zw0) = 0 (A.2)
[r(Dzu0 +Dxw0)] jz=h = 0 (A.3)
[r(Dzu0 +Dxw0)] jz= h = 0 (A.4)
[r(Dxu0 +Dzw0) + 2rDzw0] jz=h = 0 (A.5)
[r(Dxu0 +Dzw0) + 2rDzw0] jz= h = 0 (A.6)
O(2)
  dD2t u1 + (r + r)(D2x0u1 +Dx0Dzw1) + r(D2x0u1 +D2zu1)
= 2dDt0Dt1u0   CNL1   CNL2 (A.7)
付録 A 周波数領域における離調パラメータを考慮した内部共振的ガイド波
  dD2tw1 + (r + r)(DzDx0u1 +D2zw1) + r(D2x0w1 +D2zw1)
= 2dDt0Dt1w0   CNL3   CNL4 (A.8)
[r(Dzu1 +Dx0w1)] jz=h = [ i^i(Dzu0 +Dxw0)  CNL5] jz=h (A.9)
[r(Dzu1 +Dx0w1)] jz= h = [ i^i(Dzu0 +Dxw0)  CNL5] jz= h (A.10)
[r(Dx0u1 +Dzw1) + 2rDzw1] jz=h =h
 i^i(Dxu0 +Dzw0)  2i^iDzw0   CNL6
i
jz=h (A.11)
[r(Dx0u1 +Dzw1) + 2rDzw1] jz= h =h
 i^i(Dxu0 +Dzw0)  2i^iDzw0   CNL6
i
jz= h (A.12)




!b = 2!a +  = 2!a + ^ (A.1)
kb = 2ka (A.2)
ここで， は と同様に離調パラメータ (detuning parameter)と呼ばれ，Eqs. (4.2.1), (4.2.2)を
満たす位相整合条件からの微小なずれを表す．ここで，  1， 1である．
本章で注目する位相整合条件を満たす 2 モードは，第 4 章と同様に，Fig. 4.1 の分散曲線上に











Wj(t1)jz(z) exp fi(kjx  !t0)g+ c:c: (A.2)
第 4 章では，振幅は長い伝播距離，x1 に依存すると仮定したが，本章では，ゆっくりとした時














= iDbXb + iCb2X
2
a exp (i^ t1) (A.4)









(2bx   2bz)dz (A.6)
ここで，Eqs. (A.3), (A.4)は非自律系なので，Xa，Xb を以下の変数変換し，自律系に書き直す．
Xa = Ya (A.7)
Xb = Yb exp (i^ t1) (A.8)









































= Dbybr + (Mb^   Cb1^)ybi + Cb2
2




= Dbybi + ( Mb^ + Cb1^)ybr + Cb2yaryai (A.6)
第 4 章と同様に，減衰の効果を無視した場合と考慮した場合について， = 0 と  = 10 3 の
離調パラメータにおける基本波振幅と高調波振幅の伝播時間依存性をそれぞれ，Figs. A.1-A.4に
示す．ここで，初期条件は無次元で a(0) = 10; b(0) = 0，有次元で a(0)=5 m, b(0)=0 mとし
た．Figs. A.1-A.4 は，Figs. 4.2-4.10 と定性的に同様な傾向を示す．周波数領域のずれを考慮し
た内部共振的ガイド波では，Ma，Mb が伝播時間に対する振幅変化のし難さを表す．Eqs. (A.9),

















Figure A.1 Modal amplitudes depending on propagation time with absence of damping
under  = 0.
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付録 A 周波数領域における離調パラメータを考慮した内部共振的ガイド波












Figure A.2 Modal amplitudes depending on propagation time with absence of damping
under  = 10 3.
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付録 A 周波数領域における離調パラメータを考慮した内部共振的ガイド波













Figure A.3 Modal amplitudes depending on propagation time with presence of damping
under  = 0.
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付録 A 周波数領域における離調パラメータを考慮した内部共振的ガイド波













Figure A.4 Modal amplitudes depending on propagation time with presence of damping




The Green-Lagrange strain tensor
連続体の変形について Lagrange座標で定式化を行う．まず，物体中の 2点間の座標を xi; xi+dxi
(i = x; y; z)とする．外力が作用すると物体が変形し，2点間の座標は i; i + di (i = x; y; z)と
なる．変形前後の 2点間距離は以下のように表せられる．
ds2x = dxidxi (B.1)
ds2 = didi (B.2)







































(H +HT +HHT ) (B.7)




















(tr[E])3 +    (B.9)
ここで，A;B;C は材料の非線形性を表す材料定数である．Eq. (B.8)を用いて，応力 T 0 は
T
0
= tr[E]I + 2E + C(tr[E])2 +Btr[E2]I + 2Btr[E]E +AE2 +    (B.10)
となる．Eq. (B.10)に Eq. (B.7)の関係を代入し，the second Piola-Kirchho stress T 0 から the
rst Piola-Kirchho stress T に以下の関係式を用いて座標変換を実行する．
T = (I +H)T
0
(B.11)
得られた応力テンソル T を線形部 TL，非線形部 TNL に分離すると以下のようになる．






















(H2 +HTH +HHT ) (B.13)
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付録 B The Green-Lagrange strain tensor
Figure B.1 Schematic of coordinate transformation caused by deformation.
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付録 B The Green-Lagrange strain tensor




Eqs. (4.1.7)-(4.1.12), (5.1.7)-(5.1.12)における CNLl は (l = 1; 2;    ; 6)から算出される j-mode

































































ka( ka + kb)ax dbz
dz



















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































ここで，Eq. (C.1)は Eq. (3.2.11)に対応し，Eq. (C.2)は Eq. (3.2.12)に対応し，j = a; bであ





















となる． =  Ca2Cb1=Ca1Cb2 の関係を用いて書き直すと以下の関係式を得る．
a2bd(sin ) + 2ab sin da+ a2 sin db  2Cb1
Cb2
^bdb = 0 (D.2)
Eq. (D.2)は
d(a2b sin )  Cb1
Cb2
^d(b2) = 0 (D.3)
とも書き表せ，Eq. (D.3)を積分すると以下の方程式を得る．
a2b sin    Cb1
Cb2
^b2 = L (D.4)
ここで，Lは積分定数である．Eq. (D.4)は a; b;  の 3変数のうち，a; bは Eq. (4.6.4)より媒介
変数  を用いて 1変数で表すことができる．
a2 = E (D.5)
b2 = E(1  ) (D.6)














=(3   )(   2)(   1) (D.7)
付録 D 内部共振現象に起因した減衰の無いガイド波の伝播距離依存性の導出






1  2 sin2 (D.8)
を得る．ここで， =
p
(3   2)=(3   1)，X0 は  = 0 に対応する定数， =
Ca2
p
E(3   1)=2Ca2p である．Eq. (D.8) はヤコビの楕円関数を用いて以下のように
も表せられる．
























^ = 0の場合は，Eq. (D.7)より L = 0の場合のみ，3つ (重解を含む)の i(i = 1; 2; 3)を取り
得る．したがって，変数変換は以下のように行う．
 = sech2 (D.13)
Eq. (D.13)の変数変換を Eq. (D.7)に適用すると，
d
dx1
=  (D.14)
となり，a; bは
a =
p
E =
p
Esech[(x X0)] (D.15)
b =
r
E

tanh[(x X0)] (D.16)
と双曲関数を用いて表すことができる．
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